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Motivation: Logiken fiir Komplexititsklassen

Motivation
Definition
Logik L erfasst Komplexititsklasse C', wenn

o fiir alle ¢» € L, das Model-Checking-Problem fiir ¢/ in C' ist und
o fiir alle £ € C, ein ¢ € L existiert mit Mod(y)) = K.
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Motivation: Logiken fiir Komplexititsklassen

Motivation

Definition
Logik L erfasst Komplexitatsklasse C, wenn

o fiir alle ¢» € L, das Model-Checking-Problem fiir ¢/ in C' ist und
o fiir alle £ € C, ein ¥ € L existiert mit Mod(¢) = K.

Beispiel
@ MSO erfasst iiber Wortstrukturen die reguldren Sprachen
(Satz von Biichi, Elgot, Trahktenbrot).

@ ESO erfasst iiber endlichen Strukturen NP
(Satz von Fagin).
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IFP4-C und PTiME Zusammenfassung und Ausblick
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Motivation

Satz (Immerman, Vardi)

Die Logik IFP erfasst PTIME auf geordneten (endlichen) Strukturen.
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Motivation

Satz (Immerman, Vardi)

Die Logik IFP erfasst PTIME auf geordneten (endlichen) Strukturen.

Frage

Gibt es eine Logik, die PTIME auf allen (endlichen) Strukturen erfasst?
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enfassung und Ausblick

Einfiihrung IFP
0000000 C

C und PTIME samme

Motivation: Logiken fiir Komplexititsklassen

Motivation

Satz (Immerman, Vardi)

Die Logik IFP erfasst PTIME auf geordneten (endlichen) Strukturen.

Frage

Gibt es eine Logik, die PTIME auf allen (endlichen) Strukturen erfasst?

Falls...

@ ja, dann kann diese nicht stérker als ESO sein.

@ nein, dann ist PTIME # NP.

4/29
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IFP4-C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
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Motivation

FO ist zu schwach, um PTIME zu erfassen.
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Motivation: Logiken fiir Komplexititsklassen

Motivation
FO ist zu schwach, um PTIME zu erfassen.

Beispiel

Zwei in Polynomialzeit entscheidbare Eigenschaften:

(1) Ist ein Graph G = (V, E) zusammenhingend? (Tiefensuche)

(2) Hat das Universum A einer Struktur 2l eine gerade Anzahl von Elementen?

Beide sind nicht in FO ausdriickbar (Beweis z.B. iiber Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele).
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Motivation: Logiken fiir Komplexititsklassen

Motivation
FO ist zu schwach, um PTIME zu erfassen.
Beispiel
Zwei in Polynomialzeit entscheidbare Eigenschaften:

(1) Ist ein Graph G = (V, E) zusammenhingend? (Tiefensuche)

(2) Hat das Universum A einer Struktur 2l eine gerade Anzahl von Elementen?

Beide sind nicht in FO ausdriickbar (Beweis z.B. iiber Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele).

Idee

Erweitere FO um

(1) Rekursion (IFP) und

(2) Zahlkonstrukte (FO+4C, IFP4-C).
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Wiederholung

IFP4-C und PTiME Zusammenfassung und Ausblick
0O0000000000000O0000 [e]

Inflationare Fixpunktlogik

o LFP: Relationsvariable muss positiv auftreten

e (X, T) induziert inflationdren Operator:

Fy - P(AY) —  Pab)
R — RuU{aeA"| (A R) =v(R,a)}
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Inflationare Fixpunktlogik

o LFP: Relationsvariable muss positiv auftreten

e (X, T) induziert inflationdren Operator:

Fy:P(AY) — P4ab)
R — RuU{aeA"| (A R) =v(R,a)}

o Folge (F}j(0))ren wird stationar, d.h. Fixpunkt existiert (IFP)
o A= [ifp Rz.|(f) 1 T € IFP(Fy).
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IFP4-C und PTiME Zusammenfassung und Ausblick
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Inflationare Fixpunktlogik

o LFP: Relationsvariable muss positiv auftreten

e (X, T) induziert inflationdren Operator:

Fy:P(AY) — P4ab)
R — RuU{aeA"| (A R) =v(R,a)}

o Folge (F}j(0))ren wird stationar, d.h. Fixpunkt existiert (IFP)
o A= [ifp Rz.|(f) 1 T € IFP(Fy).

Beispiel

Y(u,v) = [ifp Tzy.((x = y) V Iz(Exz A Tzy))]|(u,v)

6/29
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Logiken mit Zshlquantoren

Zahlen

Erweitere Strukturen um Zahlen.

Zusammenfassung und Ausblick

[e]
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Logiken mit Z&dhlquantoren
Zahlen

Erweitere Strukturen um Zahlen.
Definition

Sei A = (A, (Ri)%)), |Al = n.

A" = (A4, (Ri)jer) U ({0,1,...,n}, <, min, max).
———
Punkte Zahlen
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Zusammenfassung und Ausblick

Logiken mit Zahlquantoren

Inflationare Fixpunktlogik mit Zahlquantoren (IFP+C)

o Terme iiber 7 (mit Variablen z,y, z, ...).

Terme iiber {<, min, max} (mit Variablen p, A, v, ...).
Atomare 7-Formeln und atomare {<, min, max}-Formeln.
Xti...tgp1...p1, wobei X Relationsvariable der Stelligkeit (k,1).
, 1 Formeln, dann sind ~¢, ¢ A ¢ und ¢ V ¢) Formeln.

¢ Formel, dann sind Jz¢ und Jup Formeln.

 Formel, p Variable, dann ist 32"z (z) Formel.

©(X, T, ) Formel, dann auch [ifp Zu.¢](t, p).
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Logiken mit Zshlquantoren

Beispiel IFP+C

IFP4-C und PTiME Zusammenfassung und Ausblick
0O0000000000000O0000 [e]

Beispiel

= [ifp Xp.((p = min) V Iv(Xv A p = v + 2))](max)

=:p(X,p)
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Logiken mit Z&dhlquantoren

Beispiel IFP+C
Beispiel

= [ifp Xp.((p = min) V Iv(Xv A p = v + 2))](max)

=:p(X,p)

Fixpunktiteration:
@ Fo(R)={i|i=0o0deri=j+2fireinj€ R}
o Fy(0) = {0}
o F2(0) = {0,2)
o F3(0)=1{0,2,4}

FE(0) = {4 |i<2kundiist gerade }
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Einfiihrung IFP4-C und PTiME Zusammenfassung und Ausblick

000000e 0O0000000000000O0000 [e]
Logiken mit Z&dhlquantoren

Beispiel IFP+C
Beispiel

= [ifp Xp.((p = min) V Iv(Xv A p = v + 2))](max)

=:p(X,p)

Fixpunktiteration:

@ Fo(R)={i|i=0o0deri=j+2fireinj€ R}

o F (D) = {0}
o F2(0) = {0,2}
° ((Z)) {0,2,4}

o FE(0) = {i|i<2kundiist gerade }

Insgesamt:

A=y < max™ € IFP(F,) < |A]| gerade

9/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
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Uberblick

Ziel

Satz (Cai, Fiirer, Immerman)

IFP4C erfasst PTIME nicht.
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Einfiihrung

IFP+-C und PTIME

Uberblick

Ziel

Satz (Cai, Fiirer, Immerman)

IFP+C erfasst PTIME nicht.

Beweisiiberblick
@ Neue Logik Cg.

@ Spieltheoretische Semantik fiir Cy.

o Konstruiere Graphen G und Hy, so dass
o Gi und Hy, sich in Polynomialzeit unterscheiden lassen und

Zusammenfassung und Ausblic

o Gr und Hy sich durch Ci-Formeln nicht unterscheiden lassen.

o Folgerung: IFP+4-C erfasst PTIME nicht.

10/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 O@00000000000000000
Die Logik Cy,

Logik Cp.

Definition
Wie FO, nur
@ maximal k Variablen.

o neue Quantoren: 3= z¢p(z) (fiir jedes i € N).

Zusammenfassung und Ausblick

[e]
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Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 O@00000000000000000
Die Logik Cy,

Logik Cp.

Definition
Wie FO, nur
@ maximal k£ Variablen.

o neue Quantoren: 3Z°zp(z) (fiir jedes i € N).

Beobachtung
o Cr < FO.
@ Aber: Man braucht mehr Variablen!

o Beispiel: 322z (x) dquivalent zu Jz13za(z1 # T2 A (1) A p(22)).

Zusammenfassung und Ausblick

[e]
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Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0O0@0000000000000000 [e]
Das C,-Spiel

Das Cy-Spiel

Sei G = (Vg,Eg) und H = (VH7EH) (mit Vo NV = Q))

12/29



IFP+-C und PTIME
@00

Das Cy,-Spiel
Das Cy-Spiel
Sei G = (Vg, Eg) und H = (Vag, Ery) (mit Vg N Vig = 0).
Definition (Cj-Spiel)

Es gibt zwei Spieler (I und II) und fiir jedes 1 < i < k zwei Spielsteine ;.

o Spieler | wahlt einen Stein z; und (danach!) eine Teilmenge A von Vg oder V.

o Spieler Il wihlt eine Menge B im anderen Graphen mit |A| = |B]|.
o Spieler | platziert seinen Stein x; auf einem Knoten aus B.

o Spieler Il platziert den zweiten Stein x; auf einem Knoten aus A.



IFP+C und PTIME ) /i\wunm'fu\ ssung und Ausblick
Das Cj,-Spiel )
Das Cy-Spiel

Sei G = (Vg, Eg) und H = (Vi, Ex) (mit Vg NV = 0).

Definition (Cj-Spiel)

Es gibt zwei Spieler (I und II) und fiir jedes 1 < i < k zwei Spielsteine ;.
o Spieler | wahlt einen Stein z; und (danach!) eine Teilmenge A von Vg oder V.
o Spieler Il wahlt eine Menge B im anderen Graphen mit |A| = |B|.
o Spieler | platziert seinen Stein x; auf einem Knoten aus B.

o Spieler Il platziert den zweiten Stein x; auf einem Knoten aus A.

Definition (Spielkonfiguraion, Gewinnbedingung)
o Zwei partielle Funktionen u, v.

o u(x;) = g: Auf dem Knoten g im Graphen G liegt ein Stein x;.

12/29
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Das C},-Spiel
Das Cy-Spiel
Sei G = (Vg, Eg) und H = (Vi, Ex) (mit Vg NV = 0).

Definition (Cj-Spiel)

Es gibt zwei Spieler (I und II) und fiir jedes 1 < i < k zwei Spielsteine ;.
o Spieler | wahlt einen Stein z; und (danach!) eine Teilmenge A von Vg oder V.
o Spieler Il wahlt eine Menge B im anderen Graphen mit |A| = |B|.
o Spieler | platziert seinen Stein x; auf einem Knoten aus B.

o Spieler Il platziert den zweiten Stein x; auf einem Knoten aus A.

Definition (Spielkonfiguraion, Gewinnbedingung)
o Zwei partielle Funktionen u, v.

o u(x;) = g: Auf dem Knoten g im Graphen G liegt ein Stein x;.

o | gewinnt, wenn u(x;) — v(z;) kein Isomorphismus ist (oder wenn Il kein B findet).

o ,Spieler | will die Graphen unterscheiden, Spieler Il will sie gleich aussehen lassen.*
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Zusammenfassung und Ausblick

[e]
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler | gewinnt das C3-Spiel:
o Ildee: xJyIz(Exy A Eyz A Ezx).
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler | gewinnt das C3-Spiel:
o Ildee: xJyIz(Exy A Eyz A Ezx).
@ Wihle Dreieck als Menge A.
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler | gewinnt das C3-Spiel:
o Ildee: xJyIz(Exy A Eyz A Ezx).
@ Wihle Dreieck als Menge A.

o Spieler I muss mit gleicher Farbe antworten.
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler | gewinnt das C3-Spiel:
o Ildee: xJyIz(Exy A Eyz A Ezx).
@ Wihle Dreieck als Menge A.
o Spieler I muss mit gleicher Farbe antworten.

@ Kein Isomorphismus!
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
o Spieler | wahlt A, Il wahlt B mit gleichen Farben.
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

P L --<

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
o Spieler | wahlt A, Il wahlt B mit gleichen Farben.
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

P L --<

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
o Spieler | wahlt A, Il wahlt B mit gleichen Farben.

o Spieler | wahlt z.
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
o Spieler | wahlt A, Il wahlt B mit gleichen Farben.
o Spieler | wahlt z.

@ Spieler Il antwortet mit 2’ mit gleicher Farbe.
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel

Spieler | wahlt A, Il wahlt B mit gleichen Farben.

o Spieler | wahlt z.

Spieler Il antwortet mit =’ mit gleicher Farbe.

Spieler Il kann immer antworten, egal ob Exy oder nicht.
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Das C,-Spiel
Beispiel zum C-Spiel
x
Yy
!
Yy

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
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Das C,-Spiel
Beispiel zum C-Spiel
x
Yy
!
Yy

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel

o Spieler | muss Stein wahlen, den er erneut benutzen mdchte.
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Das C,-Spiel
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Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
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Das C,-Spiel

Beispiel zum C-Spiel

Spieler Il gewinnt das Co-Spiel
@ Spieler | muss Stein wiahlen, den er erneut benutzen mdchte.
@ Danach wird erst das neue A gewihlt.

@ Spieler Il kann B so wahlen, dass Spieler | die Graphen nicht unterscheiden kann.
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Das C,-Spiel
Das Cy-Spiel
Satz

Spieler Il hat genau dann eine Gewinnstrategie fiir das C-Spiel auf G und H, wenn
sich G und H durch Ci-Formeln nicht unterscheiden lassen.
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Das Cj,-Spiel

Das Cj-Spiel

Satz

Spieler Il hat genau dann eine Gewinnstrategie fiir das C-Spiel auf G und H, wenn
sich G und H durch Ci-Formeln nicht unterscheiden lassen.

Beweis (,=")
@ Angenommen ¢ € Ci unterscheidet G und H.

e m := Quantorenrang von .

Interessanter Fall: ¢ = 32N g4,

Spieler | wéhlt z; und |A| = N in G, so dass 9 fiir alle v € A gilt.
Spieler Il wahlt |B| = N.

In H gilt ¢ fir < N — 1 viele Knoten.

@ Spieler | legt Stein auf ein Element aus B, fiir dass 1 nicht gilt.

@ G und H unterscheiden sich nun schon durch .
@ Quantorenrang von v ist m — 1.

o Per Induktion: Spieler Il verliert!



und PTIME

Zusammenfassung und Ausblick
00 OC 00000000000 C
Konstruktion von Cai-Fiirer-lmmerman
it allh N
Definition

Sei X}, := (Vk,Ek) mit

N EaTv.O
o A mfai|1<i<k) 5K

° By:={b; | 1<i<k} [V‘/}{WbJ
o My :={ms | SC{1,..,k},|S| gerade}

o Fy = {(ms,ai) | ms € My,1 € S}

G {(ms,bi) ‘ ms € Mk,i ¢ S}
@ a; und b; seien mit der Farbe ¢ gefarbt.

@ Knoten in M}, haben alle die gleiche Farbe.
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Einfiihrung
0000000

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Beispiel: X5 und A3

ay .\ /.bl

my C< >D m{1,2}

.o e

IFP+-C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
000000e0000000OOOO0 [e]

VadlhN
‘ my1,2} @(1,3} MHL(Q_Q% my ‘

e e || meen |

16 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick

Konstruktion von Cai-Fiirer-lImmerman

Beispiel: X5 und A3
et Al

my C< >j mi1,2) ‘ m1,2) @(1,3} Mﬂl(z.% my ‘

R eIl

Beobachtung
) |Mk| = Qkil.
@ mg sind fiir jedes 1 < ¢ < k entweder mit a; oder mit b; verbunden.

@ mg haben alle Grad k.

16 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 000000000000 0OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Automorphismen von X,

o {a;,b;} werden fest gelassen.
@ Anzahl a; < b; ist gerade.
@ Umgekehrt: Permutation von gerade vielen a; < b; induziert Automorphismus.

17 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 000000000000 0OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Automorphismen von X,

o {a;,b;} werden fest gelassen.
@ Anzahl a; < b; ist gerade.
@ Umgekehrt: Permutation von gerade vielen a; < b; induziert Automorphismus.

Beispiel (Tausche a; mit by und as mit bs)

ZARS

>
REAIER

Dann muss bereits my; 2y — mg und myy 33 — mya 3y gelten.

17 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 000000000000 0OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Automorphismen von X,

o {a;,b;} werden fest gelassen.
@ Anzahl a; < b; ist gerade.
@ Umgekehrt: Permutation von gerade vielen a; < b; induziert Automorphismus.

Beispiel (Tausche a; mit by und as mit bs)

N

e
E=aleny

Dann muss bereits my; 2y — mg und myy 33 — mya 3y gelten.

17 /29



und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
D00@000000C o]

Konstruktion von Cai-Fiirer-lImmerman

Automorphismen von X,

o {a;,b;} werden fest gelassen.
@ Anzahl a; < b; ist gerade.

@ Umgekehrt: Permutation von gerade vielen a; < b; induziert Automorphismus.

Beispiel (Tausche a; mit by und as mit bs)

AK 2 K

> |
(e [ | [ [

Dann muss bereits my; 2y — mg und myy 33 — mya 3y gelten.

17 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 000000000000 0OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Automorphismen von X,

o {a;,b;} werden fest gelassen.
@ Anzahl a; < b; ist gerade.
@ Umgekehrt: Permutation von gerade vielen a; < b; induziert Automorphismus.

Beispiel (Tausche a; mit by und as mit bs)

A 2 X

\ > |7
(s [ | [ [

Dann muss bereits my; 2y — mg und myy 33 — mya 3y gelten.

17 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 00000000e00000OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Automorphismen von X,

Also:

o Jeder Automorphismus entspricht einer Permutation auf Ay U By, die alle {a;,b;}
fest ldsst und geradzahlig viele a; mit b; tauscht.

o Jeder Automorphismus kann durch ein mg € M), kodiert werden.

18 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 000000000 e000000O00 [e]
Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Graphen X(G), X(G) und X(G)

Sei G ein endlicher, zusammenhingender ungerichteter Graph, in dem jeder Knoten
mindestens Grad 2 hat.

19/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 000000000 e000000O00 [e]
Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Graphen X(G), X(G) und X(G)

p
a(u,v) O QO a(v,u)
X(u) b0 O Ot X (v)

b(u, w)

b(v, w)

a(u,w)({ (% 7) Pa(v,w)
.

é) b(w, u) b(w, v) ({

a(w,u)

a(w,v)

X(w)

X(9)

o Ersetze jeden Knoten v mit Grad k durch eine Kopie von X (genannt X (v)).
@ Ordne jeder Kante (v,w) in G ein Paar {a;,b;} =: {a(v,w), b(v,w)} zu.
e Knoten in X(v) bekommen Farbe von v.

19/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 000000000 e000000O00
Konstruktion von Cai-Fiirer-lmmerman

Graphen X(G), X(G) und X(G)

a(u,v) a(v,u)
X(u) vwv) o X(v)

b(u, w)

b(w, w)
a(u,w)({ (3 ;) Pu(u,w)

é) b(w, u) b(w, v) ({

a(w,u)

a(w,v)

X(w)

X(G)

@ Verdrehe genau eine Kante in X(G).

Zusammenfassung und Ausblick

[e]

19/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 000000000 e000000O00
Konstruktion von Cai-Fiirer-lmmerman

Graphen X(G), X(G) und X(G)

a(u,v) a(v,u)
X(u) vwv) o X(v)

b(u, w)

b(v, w)
a(u, w) Q\ ? ;) }) a(v,w)

E} wu)burv
a(w,v)

o Verdrehe mehrere Kanten in X(G).

Zusammenfassung und Ausblick

[e]

19/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 000000000 0e000O0O00

Konstruktion von Cai-Fiirer-lmmerman

Verschieben der Verdrehungen

Zusammenfassung und Ausblick

[e]

12
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IFP+-C und PTIME

Zusammenfassung und Ausblick

Einfiihrun,

OOOOO;O 000000000 0e00000000 o]
Konstruktion von Cai-Fiirer-lmmerman

Verschieben der Verdrehungen

12

20/



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 00000000000 e0000O00 [e]
Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Isomorphieklassen von X' (G)

(0=~ X(G) t gerade
"1 X(G) t ungerade

Rinis

Ak Ak

i)

Position unwichtig, da Verdrehungen ,,verschoben" werden kdnnen. Nur Paritat relevant.
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Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 OOO00 [e]
Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Graphseparatoren
Definition

Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge S C V, so dass in G\ S fiir
alle Zusammenhangskomponente C gilt: |C| < %

22/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman
Graphseparatoren
Definition

Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge S C V, so dass in G\ S fiir
alle Zusammenhangskomponente C gilt: |C| < %

Beispiel

O—O0—"0O—"—C0O—=0

22/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman
Graphseparatoren
Definition

Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge S C V, so dass in G\ S fiir
alle Zusammenhangskomponente C gilt: |C| < %

Beispiel

O—O0—"@8—C0O——0

Separator

22/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman
Graphseparatoren
Definition

Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge S C V, so dass in G\ S fiir
alle Zusammenhangskomponente C gilt: |C| < %

Beispiel

O—O0—"~0CO—"=8—oO

Kein Separator

22/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 OOO00 [e]

Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman
Graphseparatoren
Definition

Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge S C V, so dass in G\ S fiir
alle Zusammenhangskomponente C gilt: |C| < %

Beispiel

O—O0—"0O—"—C0O—=0

22/29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 OO00 [e]
Konstruktion von Cai-Fiirer-Immerman

Ununterscheidbarkeit durch Cy,

Satz (Cai, Fiirer, Immerman)

Sei 7 ein Graph, so dass jeder Separator mindestens s + 1 Knoten hat, dann gilt

X(T) =c. X(T).

D.h. es gibt keine Cs-Formel, die die beiden Graphen unterscheidet.

23/29



IFP+-C und PTIME
0000000000000080000

Beweis

Gewinnstrategie fiir Spieler Il im Cs-Spiel

Spieler | versucht die Verdrehung aufzuzeigen, Spieler Il versucht sie zu verstecken.

Definitionen und Voriiberlegungen
e P.:={geVr| in X(g) liegt nach r Ziigen ein Stein }.
o |P.| < s, also kann P, kein Separator sein.
@ Q, := groéBte Zusammenhangskomponente von 7 \ P..
o (Q, enthidlt mehr als die Halfte der Knoten.
o X9(T) := X(T) mit Verdrehung an einer zu g € Q, adjazenten Kante.
0 QrNQri1 # 0.

Zusammenfassung und Ausblick

24 /29



IFP+-C und PTIME
0000000000000080000

Beweis

Gewinnstrategie fiir Spieler Il im Cs-Spiel

Spieler | versucht die Verdrehung aufzuzeigen, Spieler Il versucht sie zu verstecken.

Definitionen und Voriiberlegungen
o P.:={g€Vr| in X(g) liegt nach r Ziigen ein Stein }.
e |P.| <s, also kann P, kein Separator sein.
e @, := groBte Zusammenhangskomponente von 7 \ P..
@ @, enthilt mehr als die Hilfte der Knoten.
o X9(T):= X(T) mit Verdrehung an einer zu g € Q, adjazenten Kante.
0 QrNQri1 #0.

Zusammenfassung und Ausblick

24 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick

0000000 0000000000000 0e0000 [e]
Beweis

Gewinnstrategie fiir Spieler Il im Cs-Spiel

Spieler | versucht die Verdrehung aufzuzeigen, Spieler Il versucht sie zu verstecken.

Definitionen und Voriiberlegungen
o P.:={g€Vr| in X(g) liegt nach r Ziigen ein Stein }.

e |P.| <s, also kann P, kein Separator sein.

Q@ := groBte Zusammenhangskomponente von 7 \ P..

Q@ enthilt mehr als die Halfte der Knoten.

X9(T) := X(T) mit Verdrehung an einer zu g € Q, adjazenten Kante.
QrNQry1 #0.

24 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick

0000000 0000000000000 0e0000 [e]
Beweis

Gewinnstrategie fiir Spieler Il im Cs-Spiel

Spieler | versucht die Verdrehung aufzuzeigen, Spieler Il versucht sie zu verstecken.

Definitionen und Voriiberlegungen
o P.:={g€Vr| in X(g) liegt nach r Ziigen ein Stein }.
e |P.| <s, also kann P, kein Separator sein.
@ (Q, := gréBte Zusammenhangskomponente von 7 \ P,.
@ @, enthilt mehr als die Hilfte der Knoten.
o X9(T):= X(T) mit Verdrehung an einer zu g € Q, adjazenten Kante.
© QrNQry1 #0.

24 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick

0000000 0000000000000 0e0000 [e]
Beweis

Gewinnstrategie fiir Spieler Il im Cs-Spiel

Spieler | versucht die Verdrehung aufzuzeigen, Spieler Il versucht sie zu verstecken.

Definitionen und Voriiberlegungen
o P.:={g€Vr| in X(g) liegt nach r Ziigen ein Stein }.

@ |P;| < s, also kann P, kein Separator sein.

Q. := groéBte Zusammenhangskomponente von 7 \ P,.

Q. enthilt mehr als die Halfte der Knoten.

X9(T) := X(T) mit Verdrehung an einer zu g € Q, adjazenten Kante.
QrNQi1 #0.

24 /29



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 00e000 [e]

Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wihlen.
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Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 00e000 [e]
Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wahlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.

25/29



Zusammenfassung und Ausblick

Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.

o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.
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Einfiihrung IFP+C und PTIME

Zusammenfassung und Ausblick
0000000000000008000 s

Bewes
Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.

o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.
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Zusammenfassung und Ausblick

Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wahlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.

o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

! e .
e 1 :
TGO IO
| | o ® |
:..3 3 3
A § N .. B
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Einfiihrung IFP+C und PTIME

Zusammenfassung und Ausblick
0000000000000008000 s

Bewes
Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.

o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

‘ e \
® 1 :
e : e ° |
! L 3 Y |
JODI A
A N ‘B
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IFP+-C und PTIME
(o] lee]

Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.
o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

o Kann Spieler Il nicht gleichviele Elemente finden fiir eine Farbe, so hatte Spieler |
alleine mit dieser Farbe schon gewinnen kdnnen.



IFP+-C und PTIME
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Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.
o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

o Kann Spieler Il nicht gleichviele Elemente finden fiir eine Farbe, so hatte Spieler |
alleine mit dieser Farbe schon gewinnen kdnnen.



IFP+-C und PTIME
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Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.
o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

o Kann Spieler Il nicht gleichviele Elemente finden fiir eine Farbe, so hatte Spieler |
alleine mit dieser Farbe schon gewinnen kdnnen.




IFP+-C und PTIME
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Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.
o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

o Kann Spieler Il nicht gleichviele Elemente finden fiir eine Farbe, so hatte Spieler |
alleine mit dieser Farbe schon gewinnen kdnnen.




IFP+-C und PTIME
(o] lee]

Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Beobachtung
Es bringt Spieler | keinen Vorteil, mehrfabige Mengen A zu wéhlen.

o | verliert einfarbig = | verliert auch mehrfarbig.
o Il wahlt sein B fiir jede Farbe von A separat nach seiner einfarbigen Strategie.

o Kann Spieler Il nicht gleichviele Elemente finden fiir eine Farbe, so hatte Spieler |
alleine mit dieser Farbe schon gewinnen kdnnen.



Zusammenfassung und Ausblick

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Erinnerung:

@ In X(v): a; und b; haben Farbe i, Knoten in M (v) alle gleich gefarbt.
@ Jedes v hat in 7 eine eindeutige Farbe.

o Jeder Knoten von X (v) hat zweite Farbe (die von v).

Also: Spieler | wihlt nur A C {a;,b;} oder A C M (v) in einem X (v).
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IFP+-C und PTIME
{e]e] o]

Beweis

Ziige von Spieler | im C,-Spiel

Erinnerung:

@ In X(v): a; und b; haben Farbe i, Knoten in M (v) alle gleich gefarbt.
@ Jedes v hat in 7 eine eindeutige Farbe.

o Jeder Knoten von X (v) hat zweite Farbe (die von v).
Also: Spieler | wihlt nur A C {a;,b;} oder A C M (v) in einem X (v).

Ausserdem:

Element aus der Mitte M (v) eines X'(v) legt bereits alle anderen fest. Daher:

o Spieler | wahlt in jedem Zug nur in der Mitte (A C M (v)).

o Spieler | wahlt in jedem Zug nur ein einziges Element (A = {ms})
(d.h. Z&hlen hilft Spieler | nicht!).



IFP+-C und PTIME
{eJele] ]

Beweis

Gewinnbedingung

Spieler Il gewinnt, falls er folgende Bedingung aufrechterhalten kann:
(*) Fiir alle g € Q. gibt es (nach r Ziigen) ein

Qg X9(T) S X(T)

welches die Platzierung der Steine respektiert.



IFP+-C und PTIME
{eJele] ]

Beweis

Gewinnbedingung

Spieler Il gewinnt, falls er folgende Bedingung aufrechterhalten kann:
(*) Fiir alle g € Q. gibt es (nach r Ziigen) ein
Qg X9(T) S X(T)
welches die Platzierung der Steine respektiert.

Anschaulich

Spieler Il gewinnt, weil er die verdrehte Kante in Q, verstecken kann. Funktioniert,
weil die , steinfreien Komponenten” @, und Q.41 sich liberschneiden.

nach r Ziigen nach r 4+ 1 Ziigen



Einfiihrung IFP+C und PTIME Zusammenfassung und Ausblick
0000000 0000000000000 0000e0 [e]
Beweis

Induktion

Induktion liber Anzahl der Ziige
@ Nach r = 0 Ziigen

o Noch keine Steine platziert.
o Also Qo =T.
o X9(T) = X(T).

nach r Ziigen nach r 4+ 1 Ziigen
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IFP+-C und PTIME
{eJele] ]

Beweis

Induktion

Angenommen (*) gilt nach r Ziigen.
o Spieler | legt in Zug r + 1 einen Stein auf Knoten in M (w).
@ Seige @, N
Qr+1 ist zusammenhidngend: Es gibt Pfad von g zu jedem h € Q,41.

App1,h = T OOy g.
Pfad von g nach h ist , steinfrei".
Also: 7 lasst Knoten fest, auf denen Steine liegen.

ar41,n erfiillt Bedingung (*) = Spieler Il gewinnt.

nach r Ziigen nach r + 1 Ziigen



Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 00000000000 0000000e [e]
Folgerungen: IFP+C erfasst PTIME nicht

Folgerung: IFP+C kann die Graphen auch nicht entscheiden

@ Angenommen ¢ € IFP+C (mit k& Variablen) kann die Graphen unterscheiden.

o Gebe Formel ¢, € FO an, die fiir Graphen der GréBe < n &dquivalent zu ¢ ist.

o Fixpunkte , abwickeln®.

Zusammenfassung und Ausblick
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Einfiihrung IFP+C und PTIME
0000000 00000000000 0000000e [e]
Folgerungen: IFP++C erfasst PTIME nicht

Folgerung: IFP+C kann die Graphen auch nicht entscheiden

@ Angenommen ¢ € IFP+C (mit k& Variablen) kann die Graphen unterscheiden.

o Gebe Formel ¢, € FO an, die fiir Graphen der GréBe < n &dquivalent zu ¢ ist.

o Fixpunkte , abwickeln®.

Beispiel zum ,, Abwickeln*

x z T z Y

o—0O0—O—C—=0

o [ifpXzy.(x =y V Iz(Ezxz A Xzy))](z,9)]
o v~ x=yVIz(Exz A (EzyV Jz(Ezz A (Exy V 3z(Ezz A Ezy)))))
o Beide Formeln fiir |G| < 5 &quivalent.

Zusammenfassung und Ausblick

28/29



olgerungen: IFP+4C erfasst PTIME nicht

Folgerung: IFP+C kann die Graphen auch nicht entscheiden

@ Angenommen ¢ € IFP+C (mit k& Variablen) kann die Graphen unterscheiden.

o Gebe Formel ¢, € FO an, die fiir Graphen der GréBe < n &dquivalent zu ¢ ist.

o Fixpunkte , abwickeln®.

Beispiel zum ,, Abwickeln*

T z x z Y

o—0O0—O—C—=0

[ifpXzy.(x =y V Iz(Fzz A Xzy))](z,y)]
o v~ x=yVIz(Exz A (EzyV Jz(Ezz A (Exy V 3z(Ezz A Ezy)))))
Beide Formeln fiir |G| < 5 &quivalent.

I durch /I, ausdriicken, z.B.

JuI=Fzp(z) ~ \/Hzixgp(x)
=0

o Keine neuen Variablen dazu gekommen.

Also: ¢, € Ci, unterscheidet die Graphen auch. Widerspruch.

Zusammenfassung und Ausblick

28/29



Einfiihr IFP

C und PTiMvE Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung
@ FO+4C und IFP+C sind Erweiterungen von FO bzw. IFP um Zihlquantoren.

@ IFP+C reicht nicht aus um PTIME zu erfassen.

29/29



Zusammenfassung und Ausblick
L]

Zusammenfassung
@ FO+4C und IFP+C sind Erweiterungen von FO bzw. IFP um Zihlquantoren.

@ IFP+C reicht nicht aus um PTIME zu erfassen.

Offene Fragen
@ Welche Logik erfasst PTIME (auf der Klasse aller endlichen Strukturen)?
o Gibt es so eine Logik iiberhaupt?



Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

@ FO+4C und IFP+C sind Erweiterungen von FO bzw. IFP um Zihlquantoren.

@ IFP+C reicht nicht aus um PTIME zu erfassen.

Offene Fragen
@ Welche Logik erfasst PTIME (auf der Klasse aller endlichen Strukturen)?
o Gibt es so eine Logik iiberhaupt?

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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