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1 Einleitung

Die Pradikatenlogik erster Stufe (First Order Logic, kurz FO) ist ein Standard-Formalismus
in der mathematischen Logik und eine natiirliche Erweiterung der Aussagenlogik. In vielen
Situationen ist FO aber zu schwach. Beispiele dafiir lassen sich bereits in der Graphen-
theorie finden, so sind z.B. Erreichbarkeit, Zusammenhang und Regularitit eines Graphen,
sowie Paritét der Knotenmenge Eigenschaften, die sich in FO nicht ausdriicken lassen. Der
Hauptgrund dieser Schwiche ist, intuitiv ausgedriickt, das Fehlen von echter Rekursion bzw.
unbeschrénkter Iteration, sowie die Unfahigkeit in FO zu zahlen. Aussagen wie ,es gibt ge-
nausoviele Elemente z, fiir die ¢(x) gilt, wie es Elemente x gibt, fiir die p(x) nicht gilt*
lassen sich z.B. in FO nicht formulieren.

Fixpunktlogiken sind Erweiterungen von FO, die Rekursion erlauben, damit ist es z.B.
unmittelbar moglich die transitive Hiille einer bindren Relation zu definieren und somit
Erreichbarkeit in Graphen auszudriicken.

In dieser Ausarbeitung soll das Konzept des Zahlens formalisiert werden, um anschliessend
verschiedene Logiken um diese F&higkeit zu erweitern, insbesondere Fizpunktlogiken mit
Zdihlquantoren werden behandelt.

Motivationen fiir diese Fragestellungen kommen aus der endlichen Modelltheorie und der
deskriptiven Komplexitétstheorie, die unter anderem den Zusammenhang zwischen Logiken
und Komplexititsklassen untersuchen. Eine zentrale Frage ist, ob es eine Logik gibt, die (in
noch zu spezifizierender Weise) zur Komplexititsklasse PTIME passt. Inflationédre Fixpunkt-
logik mit Zdhlquantoren war ein Kandidat fiir eine solche Logik. Der Beweis von Cai, Fiirer
und Immerman [6], dass diese Vermutung nicht zutrifft, soll hier ausgefiihrt werden.

2 Komplexititsklassen

Die Modellklasse einer Formel ¢ € L einer Logik L bezeichnet die Klasse der Strukturen,
die Modell von ¢ sind. Fiir eine Formel ¢ € L und eine Struktur 2 bezeichnet man das
Problem, zu entscheiden ob 2 |= ¢ gilt, als Model-Checking-Problem.

Definition 2.1. Eine Logik L erfasst eine Komplezitatsklasse C (englisch: L captures C),
wenn gilt:

e Fiir jeden Satz ¢ € L ist das Model-Checking-Problem fiir ¢ in der Komplezititsklasse
C.

o Fiir jede (unter Isomorphismen abgeschlossenen) Strukturklasse IC, deren Entschei-
dungsproblem in C ist, existiert ein Satz ¢ € L, so dass die Modellklasse von v gleich
K ist.

Ein bekanntes Beispiel ist der Satz von Biichi, Elgot und Trakhtenbrot, der besagt, dass
die monadische Logik zweiter Stufe (MSO) {iber Wortstrukturen und Bédumen genau die
reguléren Sprachen, d.h. die Sprachen, die von endlichen Automaten erkannt werden, erfasst.

Ein weiteres Beispiel ist der Satz von Fagin [4], nach dem die Klasse NP genau von der
existentiellen Logik zweiter Stufe {iber endlichen Strukturen erfasst wird.

Es ist eine offene Frage, ob es eine Logik gibt, die das Gleiche fiir deterministische Polyno-
mialzeit leistet, d.h. die auf allen endlichen Strukturen, genau PTIME erfasst [4]. Gesucht
ist also eine Logik L, so dass die in PTIME entscheidbaren Eigenschaften einer endlichen
Struktur genau die Eigenschaften sind, die sich in L ausdriicken lassen.
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Eine negative Antwort auf diese offene Frage wiirde, nach dem Satz von Fagin, unmittelbar
PTiME # NP implizieren.

3 Fixpunktlogiken

Zunéchst sollen einige Definitionen und Eigenschaften wiederholt werden. Grundlage fiir das
folgende Kapitel sind [4] und [5].

3.1 Operatoren und Fixpunkte

In dieser Ausarbeitung werden wir nur endliche relationale Strukturen betrachten.

Definition 3.1. Sei D eine endliche Menge und F' : P(D) — P(D) eine Abbildung (Ope-
rator), dann nennt man F

e monoton, falls aus A C B stets F(A) C F(B) folgt,
e inflationér, falls A C F(A) fir alle A C D gilt und
e induktiv, falls ) C F(§) C F(F(0)) C ... gilt.

Eine Teilmenge A C D heifit Fixpunkt von F, falls F(A) = A.

Satz 3.2. [J] Ist F' monoton oder inflationdr, so ist F' bereits induktiv. Ist F induktiv, so
wird die Folge (F™(0))nen stationdr, d.h. es existiert ein k € N mit FFT1(()) = F*(().

Beweis. Ist F inflationér, dann gilt per Definition X C F(X) fiir alle X C D, insbesondere
also F'(X) C F(F'(X)) = F""}(X) fiir alle i € N. Ist F' monoton, so folgt aus F()) C
F+1(0) per Definition direkt, dass FiT1(0)) = F(F'(0)) C F(F™(0)) = F2(0). Mit
) C F(0) (als Induktionsanfang) folgt, dass F' induktiv ist. Da D endlich ist, ist klar,
dass die Folge (F™(0))nen periodisch werden muss. Da F induktiv ist, kann die Periode
offensichtlich nur trivial sein. O

Ist X ein Fixpunkt von F', dann nennt man X einen kleinsten (groften) Fixpunkt (englisch:
least fixed-point (Ifp) und greatest fixed-point (gfp)), wenn X inklusionsminimal (bzw. ma-
ximal) ist, d.h. fiir jeden weiteren Fixpunkt X’ gilt X C X’ (bzw. X D X').

Satz 3.3 (Knaster, Tarski). Sei F': P(D) — P(D) monoton, dann besitzt F' einen kleinsten
und einen groften Fizpunkt.

Definition 3.4. Sei ¢(X,T) eine Formel mit freien Variablen T = x1,...,x, und freier
Relationsvariable X der Stelligkeit k. Dann wird von 1 fiir jede endliche Struktur 2L mit
Universum A ein Operator auf der Menge der k-stelligen Relationen in A induziert:

F,:P(AY) — P(AF)
R — {EE A¥ | (91’ R) |: w(Rﬁ)}

Im Allgemeinen muss kein Fixpunkt von F), existieren, was man sich z.B. an der Formel
P(R,z) := ~Ru iiberlegt, fiir die in einer Struktur 2 mit Universum A gilt: F7*(0) = () und

FITH0) = A

Wir sagen, dass X in ¢ nur positiv vorkommt, wenn jedes Vorkommen von X im Bereich
einer geraden Anzahl an Negationssymbolen ist. Fordert man, dass X in v nur positiv



vorkommt, so ist F, monoton (siehe [4]) und besitzt nach Satz einen kleinsten und
grofsten Fixpunkt.

Man nutzt nun diesen Operator um die folgenden Fizpunktlogiken zu definieren.
3.2 Least Fixed-Point Logic
Wir definieren zunéchst induktiv die Syntax und die Semantik von LFP (Least Fixed-Point

Logic).

Definition 3.5 (LFP). Terme seien wie fir FO definiert.

Sind t,t' Terme, so istt =t € LFP.

Sind t1,...,t, Terme und R ein n-stelliges Relationssymbol oder eine n-stellige Relati-
onsvariable, so ist Rty...t, € LFP.

Sind ¢, € LEFP-Formeln, so sind ¢ A, ¢ V1), ~p € LFP.

Sei Y(T,y) eine LFP-Formel mit freien Variablen T := x1,...,x, und G := Y1, ..., Yr,
R eine Relationsvariable der Stelligkeit n, die in ¢ nur positiv auftritt und seien
t:= (t1,...,tn) Terme, so ist auch [lfp RT.|(t) eine LEP-Formel.

Die Semantik der ersten drei Punkte ist wie fir FO definiert. Die Semantik des vierten
Punktes ist die folgende: Fine Struktur A mit Zuweisungen fiir die freien Variablen R, T
ist genau dann Modell der Formel [lfp Rz.v|(t), wenn ™ im kleinsten Fizpunkt von Fy
enthalten ist (dieser Fizpunkt wird mit LEP(F) bezeichnet).

Es ist bekannt (siehe z.B. [I]), dass Erreichbarkeit eine Eigenschaft ist, die sich in FO nicht
ausdriicken ldsst. An folgendem Beispiel wollen wir uns daher iiberlegen, dass LFP echt
starker als FO ist.

Beispiel 3.6 (Transitive Hiille). Ein Knoten v in einem gerichteten Graphen G = (V, E)
ist genau dann von einem Knoten u aus erreichbar, wenn (u,v) in der transitiven Hiille
der Kantenrelation enthalten ist. Anders ausgedriickt: v ist von u aus erreichbar, wenn
u = v oder wenn es einen Nachfolger von u gibt, von dem aus v erreichbar ist. Betrachte
die Formel o(T,z,y) := (z = y) V 3z(Fzz A Tzy) mit bindrer Relationsvariable 7. Man
iiberlegt sich leicht, dass die transitive Hiille von E ein Fixpunkt von Fy, ist. Nach Definition
von LFP beschreibt also die folgende Formel Erreichbarkeit in einem Graphen: ¢(u,v) :=
(ifp Txy.y](u,v). Man beachte, dass T in ¢ nur positiv vorkommt.

3.3 Inflationary Fixed-Point Logic

Um sich von der syntaktischen Einschrinkung zu 16sen, dass Relationssymbole nur posi-
tiv auftreten diirfen, betrachtet man, alternativ zum kleinsten Fixpunkt, den sogenannten
inflationdren Fixpunkt.

Definition 3.7. Sei D endlich und F : P(D) — P(D) ein (nicht notwendigerweise induk-
tiver) Operator, dann betrachtet man hierzu den induzierten Operator
Ft:P(D) — 7P(D)
R — RUF(R)
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Der Operator F'* ist nun offensichtlich inflationér (und damit nach Satz[3.2| auch induktiv).
Wie bereits erwiihnt, wird die Folge ((F1)"(0)),en stationiir, d.h. es existiert ein k € N mit
(FH)FL(() = (FT)*()) =: IFP(F). Die Menge IFP(F) nennt man den induktiven Fizpunkt
(oder inflationdren Fizpunkt) von F.

Ausgehend von diesem induktiven Fixpunkt definiert man die zugehorige Logik: Inflationére
Fixpunktlogik (englisch: Inflationary Fixed-Point Logic, IFP).

Analog zu Definition definieren wir die Syntax von IFP induktiv. Die Regeln fiir den
Aufbau von Termen, Disjunktionen, Konjunktionen und Negationen seien wie bei LFP, mit
dem Unterschied, dass Relationsvariablen nicht mehr nur positiv vorkommen diirfen.

Definition 3.8. Sei (R, T, y) eine IFP-Formel mit freien VariablenT := w1, ..., x,, und frei-
er Relationsvariable R der Stelligkeit n sowie t :==ty,...,t,, Terme, so ist auch [ifp RT.4](¥)
eine IFP-Formel (in der R und T nichtmehr frei sind). Die Semantik dieser neuen Formel

ist, analog zu LFP, die folgende: 2 = [ifp RT.4)(t) & e IFP(F)

Es stellt sich heraus, dass die Ausdrucksstirke von IFP und LFP iibereinstimmen.

Satz 3.9. [I1] IFP und LFP haben die gleiche Ausdrucksstirke.

3.4 Partial Fixed-Point Logic

Anstatt den Operator F' kiinstlich inflationér zu machen (wie bei IFP) kann man alterna-
tiv auch ,partielle Fixpunkte* betrachten. Man definiert den partiellen Fixpunkt als den
,normalen” Fixpunkt, falls er existiert und als @, falls nicht.

Definition 3.10 (PFP). Sei D endlich und F : P(D) — P(D) ein (nicht notwendigerweise
induktiver) Operator. Definiere nun

LFP(F) falls LFP(F) existiert,

0 sonst.

PFP(F) := {

Man beachte, dass die Folge (F™(0)),en periodisch wird (aber nicht unbedingt stationir).
Syntax und Semantik der zugehdrigen Logik werden analog zu LFP/IFP definiert.

Ob PFP echt stérker ist als LEP bzw. IFP ist bis heute nicht bekannt, wie der folgende Satz
deutlich macht.

Satz 3.11 (Abiteboul, Vianu). [§J LFP/IFP und PFP sind genau dann gleich ausdrucks-
stark, wenn PTIME = PSPACE.

Es stellt sich heraus, dass keine der drei gerade definierten Logiken in der Lage ist, PTIME
zu erfassen.

Beispiel 3.12. Betrachte einen Graphen G = (V, E) mit £ = (), d.h. es existieren keine
Kanten, nur Knoten. Es ist in Polynomialzeit (in der Grofe des Graphen) moglich zu testen,
ob die Anzahl der Knoten gerade oder ungerade ist. Ausserdem sind die drei eingefiihrten
Fixpunktkonstrukte nutzlos, wenn es keine Kanten gibt, d.h. in dieser Struktur sind LFP,
IFP und PFP nicht ausdrucksstirker als FO. In FO ist es aber nicht moglich zu formulieren,
dass die Knotenmenge gerade ist (Beweis z.B. iiber Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele [1]). Daher
erfasst keine der drei Logiken PTIME auf der Klasse der endlichen Graphen ohne Kanten.

Um diese Unzuldngligkeit zu beheben, wollen wir unsere Logiken um die Moglichkeit zu
zdhlen erweitern.



4 Zahlen

4.1 Die Logiken £, und C;

Mit Ly, bezeichnen wir das Fragment von FO, in dem nur maximal k viele Variablen benutzt
werden diirfen, d.h. fiir jedes ¢ € L ist die Menge der in ¢ auftretenden Variablen eine
Teilmenge von {z1, ..., zx}.

Wir wollen eine Erweiterung von £; mit Zahlquantoren 32* definieren.

Definition 4.1 (Die Logik Cx). Jede Formel aus Ly ist eine Cip-Formel. Sei p € Cy eine
Formel mit freier Variable x (und eventuell noch weiteren freien Variablen), dann ist fir
jedes i € N auch 3='zp(x) eine Formel aus Cy. Eine Struktur 2 (mit Zuweisungen fiir die
von x verschiedenen freien Variablen von @) ist genau dann Modell von 3='xzp(x), wenn es
mindestens i verschiedene Elemente a € A gibt, die ¢ erfillen.

Es ist klar, dass man durch Hinzufiigen solcher Zahlquantoren zu FO keine Ausdrucksstirke
gewinnt, da man jeden Zahlquantor bereits in FO (allerdings mit mehr Variablen) simulieren
kann. Also ist Cj, nicht stérker als FO (aber echt stirker als Lg).

Wir wollen aber nun eine Art zu zdhlen untersuchen, die unsere Logik tatséchlich echt
ausdrucksstirker macht. Dafiir reicht bereits FO mit Z&hlquantoren, wie wir im folgenden
Abschnitt sehen werden.

4.2 Pradikatenlogik mit Zdhlquantoren

Definition 4.2. Sei 2 = (A, (R;)%,) (mit Indexmenge I) eine endliche Struktur mit
AN{0,1,...,|A|} = 0. Dann definieren wir

A* = (A U {Oa 1o ‘A|}7 (RZ)?EI’ g,min,max)

wobei < die kanonische lineare Ordnung auf {0,1,...,|Al}, mit kleinstem Element min und
gréfitem Element max, bezeichnet. Die Elemente der urspringlichen Struktur nennt man
Elemente erster Art (Punkte) und die neuen Elemente zweiter Art (Zahlen). Fir Variablen
erster Art benutzen wir Buchstaben x,vy, z, ..., fiir solche zweiter Art p, \, v, ...

Die Elemente der beiden Arten sind durch sogenannte Zdihlquantoren miteinander verkniipft.

Wir sagen, dass eine Relation gemischte Stelligkeit (k,1) hat, wenn sie eine Teilmenge von
AR % {0,1, ..., |A|} ist.

Definition 4.3 (Die Logik FO+C). Sei 7 eine Signatur (mit 7 N {<, minmax} = 0).

1. Alle FO Terme iiber 7 (mit Variablen x,vy, ...) sind Terme der ersten Art in FO+C.

2. Alle FO Terme tber {<,min, max} (mit Variablen p,v,...) sind Terme der zweiten
Art in FO+C.

3. Alle atomaren 7-Formeln und alle atomaren {<, min, max}-Formeln sind Formeln in
FO+C.

4. Wenn X eine Relationsvariable der Stelligkeit (k,1) ist, dann ist Xtp (wobei t =
t1, ...ty und p = p1, ..., p1) eine Formel in FO+C.

5. Wenn ¢ und v Formeln sind, dann sind —@, ¢ A und @ V i Formeln in FO+C.
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6. Wenn ¢ eine Formel ist, dann sind auch 3xp und Iup Formeln.

7. Wenn ¢ eine Formel ist und p eine Variable zweiter Art, dann ist auch 32"xp(z) eine
Formel.

Die Semantik der ersten sechs Punkte sei wie oben. Eine Formel, die nach der letzten Regel
gebildet wurde, ist erfillt, wenn es mindestens u verschiedene Elemente a € A gibt, die p(a)
erfillen.

Zur Vereinfachung der Notation schreibt man auch 3=#xp(x) als Abkiirzung fiir die Formel
FZhzo(x) AVAN > p— I zp()).

Beispiel 4.4 (Regularitit). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Man nennt G reguldr,
wenn jeder Knoten den gleichen Grad hat. Die Modellklasse der folgenden Formel ist genau
die Klasse der reguldren Graphen: ¢ := JuVaVy(I=#2Exz A 3=#zFEyz). Regularitit ist in
FO nicht ausdriickbar (Beweis z.B. iiber Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele [I]), FO+C ist iiber
ungerichteten Graphen also echt stirker.

4.3 Inflationidre Fixpunktlogik mit Zihlquantoren

Es liegt nahe, die beiden gerade genannten Konzepte zu verbinden und Fixpunktlogiken um
die Moglichkeit zu z&hlen zu erweitern (bzw. FO+C um Fixpunkte zu erweitern).

Im Folgenden betrachten wir nur noch die Fixpunktlogik IFP.

Definition 4.5 (Syntax von IFP+C). Die Logik IFP+C ist die Erweiterung von FO+C um
die folgende Regel: Ist o(X,T, i) eine Formel mit freier Relationsvariable X vom Typ (k,l),
freien Variablen T = w1, ..., xy, der ersten Art und @ = p1, ...,y der zweiten Art, t = tq, ..., 13
Terme der ersten und p = p1, ..., ;1 Terme der zweiten Art, dann ist auch [ifp XTp.](t, D)
eine Formel (in der X,T und @ nichtmehr frei vorkommen).

Eine solche Formel induziert ebenfalls einen Fixpunktoperator auf der Menge der Relationen
mit Stelligkeit (k,!) im Universum von 2A*:

Fy: P(AF x {0,1,...,]4]}}) — PA* x{0,1,...,]4]})
R — RU{(@m)| A"k ¢(Ra,m)}
Definition 4.6 (Semantik von IFP+C). Eine Struktur 2 erfillt eine Formel, die nach

der neuen Regel gebildet wurde, wenn (&, 5)91* im kleinsten Fixpunkt des durch die Formel
induzierten inflationdren Fizpunktoperators enthalten ist.

Gridel und Otto haben in [3] gezeigt, dass jede IFP+C Formel dquivalent ist zu einer, die
nur eine einzige Fixpunktoperation enthélt.

Beispiel 4.7. Sei A das Universum einer Struktur 2. Angenommen |A| sei mindestens 2,
dann kénnen wir die Konstante 2 als das Element, das genau zwei Vorgénger (0 und 1) hat,
definieren und es daher ohne Einschrinkung als Konstantensymbol nutzen. Betrachte nun
die folgende IFP+C Formel:

= [ifp Xp.((g = min) V I (Xv A p=v+2))| max

—
mit freier Relationsvariable der Stelligkeit (0,1). Der zugehorige Fixpunktoperator lautet:

FZ:P{0,1,..,|Al}) — PH0.1,...,[A[})
R +— RU{i|% = @(R,i)}



Es gilt nun:

o F (R)={i|i=0oderi=j+2 fiir ein j € R}
0) = {0}
{0})={i|i=0oderi=04+2}={0,2}
{0,2}) = {0,2,4}

o e
G

(
(
(
(

o
&)

k _ . . ..
FZ(0) = {i|i <2k und i ist gerade}

Der Fixpunkt von F, ist die Menge der geraden Zahlen in {0, 1, ..., |Al}.

Damit ist 2* genau dann Modell von ¢, wenn max®~ € IFP(F,), d.h. wenn |A| eine gerade
Zahl ist (und damit haben wir eine Eigenschaft gefunden, die sich in FO nicht ausdriicken
liess).

Beispiel 4.8. Betrachte die Klasse der ungerichteten Graphen und die folgende IFP+C
Formel:

P(x,y,\) = [ifp Xzpu.(z =2 Ap=0)V (-3wXzv A" (X' NEZ2 A5 +1 = p))](yN)

=:p

Der zugehorige Operator lautet:

F2 PV x{0,1,.,[V]}) — PV x{0,1,...,|V[})
R — RU{(v,i) | A" | @(R,v,i)}

und es gilt

o F;(0) ={(v,7) | v==undi=0}={(z,0)}

(wobei (z,2') € E)

(F3)k ) = {(v,1) | dist(v,2) =i < k}

e Die Formel ¢(z,y, A) gilt also genau dann in einem Graphen G = (V, E), wenn (y, A) €
IFP(F), d.h. wenn die Distanz zwischen z und y (Linge des kiirzesten Pfades) genau
A ist.

5 IFP-1C erfasst PTIME nicht

Auf der Suche nach einer Logik fiir PTIME bzw. bei der Untersuchung von Fixpunktlogiken,
stellt sich heraus, dass sich die Ausdrucksstérke von IFP bzw. LFP irgendwo zwischen FO
und PTIME befindet (kurz: FO C IFP, LFP C PTIME).

Immerman und Vardi haben in [10] gezeigt: Auf geordneten Strukturen wird PTIME von
IFP (bzw. LFP) erfasst (und PSPACE von PFP).

Alle Beispiele, die (vor der Publikation von [6]) belegten, dass PTIME im Allgemeinen (auf
nicht notwendigerweise geordneten Strukturen) nicht von IFP bzw. LFP erfasst wird, be-
nutzen Eigenschaften, fiir die gezdhlt werden muss. Es lag daher nahe sich zu fragen, ob
Fixpunktlogiken mit Z&hlquantoren vielleicht ausreichen, um PTIME zu erfassen.

(F2)2(0) = {(v,4) | (v,i) = (2,0) oder (v # & und (z,v) € E und i = 1)} = {(,0), (2/, 1)}
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Im Folgenden soll der Beweis ausgefithrt werden, der diese Annahme widerlegt. Wir gehen
dabei nach [6] vor.

5.1 Konventionen und Definitionen

Unter einem Graphen G = (V, E) meinen wir im Folgenden immer einen ungerichteten und
schleifenfreien Graphen ohne Multikanten.

Definition 5.1 (L-Aquivalenz). Sei L eine Logik und G und H zwei Graphen. Wir bezeich-
nen G und H als L-dquivalent (G = H), wenn G und H genau die gleichen L-Sitze erfillen,
d.h. fir alle Sitze ¢ € L gilt, dass G = ¢ < H |= p. Die Logik L identifiziert G, wenn aus
G =1 H bereits folgt, dass G = H. Anders ausgedriickt: Nicht-isomorphe Graphen lassen
sich durch einen Satz aus L unterscheiden.

Wir wollen jetzt sogenannte Pebble-Spiele (deutsch: Kieselstein) betrachten, die fiir die Lo-
giken £y und Cj, eine dhnliche Rolle spielen wie Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele [1] fiir FO.

5.2 Pebble-Spiel fiir L

Definition 5.2 (L-Spiel). Seien G = (Vg, Eg), H = (Vi, Ex) zwei Graphen mit VgNVy = ().
Wir definieren das Lj-Spiel auf GUH wie folgt:

e Es gibt zwei Spieler und fiir jedes 1 < i < k zwei Steine z;.

e In jedem Zug wihlt Spieler I ein i € {1,...,k} und platziert einen Stein x; auf einem
Knoten in einem der beiden Graphen seiner Wahl.

e Spieler II antwortet, indem er den entsprechenden zweiten Stein x; in dem jeweils
anderen Graphen platziert.

Eine k-Konfiguration auf GUH ist ein Paar von zwei injektiven partiellen Funktionen (u,
mit u : {x1,..., 2k} — Vg und v : {z1,...,21} — V3 mit gleichem Definitionsbereich D,
Dv c {:L'la ey CEk}~

v)

Gilt u(x;) = g, dann liegt auf dem Knoten g € Vg ein Stein x;. Die Steine der Variablen,
die nicht in D,, enthalten sind, wurden im Spiel noch nicht platziert. Mit (u,., v,.) bezeichnen
wir die Konfiguration im Spiel nach r Ziigen.

Spieler I gewinnt die Partie (nach r Ziigen), falls f. : D, — D, ,u,(x;) — v.(x;) kein
Isomorphismus der durch D, und D, induzierten Teilgraphen von G und H ist. Spieler II
gewinnt unendliche Partien (d.h. wenn Spieler I fiir kein r € N nach r Ziigen gewinnt). Man
beachte, dass ein Isomorphismus eines gefdrbten Graphen mit der Férbung vertriglich sein
muss.

Positionale Strategien (d.h. solche, die nur die aktuelle Position und keine vorherigen Posi-
tionen beriicksichtigen) reichen aus um das Spiel zu gewinnen (da es sich um ein Erreich-
barkeitsspiel handelt). Eine solche Strategie kann formal kodiert werden als eine Abbildung
von der Menge der Konfigurationen in die Menge der Spielziige.

Spieler II hat also eine Gewinnstrategie, wenn er immer passende Knoten finden kann, um
den Isomorphismus zu erhalten. Anschaulich versucht Spieler IT die Graphen ,,gleich aussehen
zu lassen‘, wobei Spieler I versucht sie zu unterscheiden.
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5.3 Pebble-Spiel fiir C;

Das Ly-Spiel ldsst sich fiir die Logik C erweitern.

Das Ci-Spiel auf GUH sei definiert wie das Li-Spiel, mit dem Unterschied, dass jeder Zug
nun aus zwei Teilen besteht:

1. Spieler I wihlt einen Stein z;. Dann wéhlt er eine Teilmenge A von Knoten in einem der
Graphen. Spieler IT muss nun eine Teilmenge B von Knoten in dem anderen Graphen
wihlen mit |B| = |A4|.

2. Spieler I platziert seinen Stein auf einem Knoten aus B. Spieler 11 platziert den zweiten
Stein x; auf einem Knoten aus A.

Die Gewinnbedingung ist definiert wie fiir das Lx-Spiel. Zusétzlich verliert Spieler II, falls
er nicht entsprechend den Spielregeln ziehen kann (d.h. falls er keine Menge B finden kann
mit |A| = |B]).

Die Bedeutung des Cj-Spiels wird durch den folgenden Satz deutlich. Zur Vereinfachung
der Notation sagen wir, dass ¢ € C,, ist, wenn ¢ € Cj ist und Quantorentiefe m hat.
Auferdem schreiben wir G, u =¢, ,, H,v, wenn sich G und H durch Formeln aus Cy ;,, deren
freie Variablen eine Teilmenge von D, = D, sind, nicht unterscheiden lassen (d.h. wenn es
kein ¢ € C 1, gibt mit G = ¢ aber H }~= ).

Satz 5.3. Hat Spieler II eine Gewinnstrategie fiir das Cy-Spiel mit r Zigen auf G und 'H
mit Startkonfiguration (u,v), so gilt G,u =¢, . H,v.

Beweis. Wir fithren eine vollstdndige Induktion iiber die Anzahl der Ziige r.

Gewinnt Spieler IT das Spiel nach 0 Ziigen, dann ist durch (u,v) bereits ein Isomorphis-
mus gegeben. Damit ist klar, dass G und H sich durch quantorenfreie Formeln, deren freie
Variablen eine Teilmenge von D,, = D, sind, nicht unterscheiden lassen.

Angenommen, die Behauptung gelte fiir alle m < r. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis
und nehmen an, dass es eine Formel ¢ € Cj, gibt, deren freie Variablen eine Teilmenge
von D, = D, sind, so dass G = ¢ aber H [~ . Ohne Einschrinkung kénnen wir davon
ausgehen, dass ¢ von der Form 32V 2,1 ist. Wire ¢ eine Konjunktion, so wiirde schon ein
Konjunkt ausreichen um G und H zu unterscheiden; wire ¢ eine Disjunktion, so wiirde
ein Konjunkt von —¢ ausreichen, und wire ¢ von der Form Vziy(z), so wirde Jz—i)(x)
ausreichen. Zuséztlich kénnen wir 4 = k annehmen, d.h. der Stein x; ist im Spiel momentan
noch nicht platziert.

Wir geben nun eine Gewinnstrategie fiir Spieler I, von der aktuellen Position (u,v) aus, an.

I: Im ersten Zug wihlt Spieler I einen Stein z;, und eine Teilmenge A von G mit |A| = N, so
dass v in G gilt, wenn z;, durch g interpretiert wird fiir jedes g € G. So eine Menge existiert
nach Voraussetzung (¢ gilt in G).

IT: Spieler II wihlt eine Menge B von Knoten in H. Es existiert nach Voraussetzung min-
destens ein h € B, so dass ¥ in H nicht gilt, wenn zj, durch & interpretiert wird (denn ¢
gilt in H nicht, d.h. es kann hochstens N — 1 Elemente geben, die ¢ erfiillen).

I: Spieler I legt nun seinen Stein xj, auf dieses h.

IT1: Spieler IT antwortet mit einem beliebigen g € A.
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Wird also zy in G durch g interpretiert und in H durch A, so unterscheiden sich die beiden
Strukturen durch ¥. Der Quantorenrang von ¢ ist nun aber r — 1. Per Induktion verliert
Spieler IT das (r — 1)-Ziige-Spiel. O

5.4 ldentifizierbarkeit von Graphklassen mit Cj

Ziel des néchsten Abschnitts ist die Konstruktion eines Gegenbeispiels fiir die Vermutung,
dass die Logik Cj, jede in Polynomialzeit entscheidbare Klasse von Graphen identifiziert. Wir
werden bestimmte Paare von Graphen Gy, und Hj angeben, die nicht isomorph sind, aber
exakt die gleichen Ci-Sétze erfiillen.

Definition 5.4. Sei X = (Vi, Ex) der wie folgt definierte Graph:

o Vi := ApUBLUM}, mit

A i={a; | 1 <i <k},

By :={bi | 1<i<k},

My :=={mgs | S C{1,...,k},|S| gerade} und

Ey = {(mg,ai) ‘ mg € My,i € S}U{(ms,bi> | mg € My, i € S}

Zusitzlich seien die Knoten der Menge {a;,b;} mit der Farbe i gefirbt und alle Knoten in
M, mit einer weiteren Farbe.

a1 O\ /O by ‘ al/O O\b1 ‘
me ©< >3 my1,2} ‘ m{1,2} (&{1,3} M’nlmﬁ}% my ‘

. o ) [
(b) X3

(a) X2

Abbildung 1: Beispielgraphen zu Definition

Die Teilmenge M}, der Knoten von X}, enthilt also genau 2! Knoten (es gibt 2* Teilmengen
von {1,...,k} und nur genau die Hélfte davon enthilt geradzahlig viele Elemente). Jeder
Knoten in M, ist fiir jedes 1 < i < k entweder mit a; oder b; verbunden, d.h. die Knoten in
M, haben alle Grad k.

Wie bereits oben erwdhnt muss jeder Isomorphismus die Farbung der Knoten respektieren.
Insbesondere muss also jeder Automorphismus von X} die Mengen {a;, b;} fest lassen.

Lemma 5.5 (Automorphismen von X). Fine Permutation m der Knoten Ag\JBy, die fir
jedes 1 < i < k die Menge {a;,b;} fest lisst, kann genau dann zu einem Automorphismus
von Xy, forgesetzt werden, wenn mw(a;) = b; und w(b;) = a; fir eine gerade Anzahl von Paaren
{ai, bi} gilt.
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Per Definition kann jeder solche Automorphismus eindeutig durch einen Knoten mg € M,
kodiert werden (ndmlich durch den Knoten mg, wobei S die Menge der i ist, fiir die w(a;) = b;
und 7(b;) = a; gilt). Es gibt also 28~1 Automorphismen von Xj.

Beweis. Sei 7 eine Permutation der Knoten AxWBy, mit w({a;, b;}) = {a;,b;} furalle 1 <i <
kund 7(a;) = b; fiir eine gerade Anzahl von 4. Um 7 zu einem Automorphismus fortzusetzen,
miissen die Bilder der Knoten aus M}, festgelegt werden. Jedes mg € My, ist per Definition
eindeutig festgelegt durch die Angabe seiner k& Nachbarn. Damit 7 ein Automorphismus ist,
miissen Kanten erhalten bleiben, d.h. fiir (v, w) € Ey muss (7(v), 7(w)) € Ej gelten. Eine
Kante (v, w) ist per Definition entweder von der Form (mg, a;) fiir ein S mit ¢ € S oder von
der Form (mg,b;) fiir ein S mit ¢ ¢ S. Auf diese Weise erhilt man damit die ¥ Nachbarn
von 7(mg). Tauscht 7 eine gerade Anzahl von a; mit b;, so sind eine gerade Anzahl dieser
k Nachbarn a-Knoten und 7(mg) damit wohldefiniert. O

Beispiel 5.6. Wir betrachten als Beispiel erneut den Graphen X3 und wéahlen den Auto-
morphismus, der durch my1 2} induziert wird, d.h. a; und b; sowie as und b, werden ver-
tauscht, a3 und b3 werden fest gelassen. Wegen (a1, myi 23), (a2, my12y), (b3, my12y) € Eg
folgt, dass f(my1,2)) = my gelten muss, denn my ist das einzige Element aus My, dass
(f(a1),mg), (f(az),mp), (f(bs),my) € Ej erfiillt. Die anderen drei f(mg/) erhélt man ana-
log (siehe Abbildung).

a)o o\bl bko O\al
{ my1,2} @(m) Mm{z,% my J { my @(13) Mmp,% my2} J

1> 1>
RESIER REIEaT

(a) X3 (b) Bild von X3 unter dem durch my; 9y induzier-
ten Automorphismus; a; und b; sowie a2 und b2
wurden getauscht. Die Bilder der Elemente in My,
sind dadurch bereits festgelegt.

Abbildung 2: Graphen zu Beispiel

Definition 5.7 (X(G)). Sei G ein endlicher zusammenhdngender ungerichteter Graph, so
dass jeder Knoten mindestens Grad 2 hat. Dann bezeichnen wir mit X(G) einen Graphen,
den man erhdlt, indem man jeden Knoten v in G durch eine Kopie von Xy, existiert, die wir
X (v) nennen, wobei k der Grad von v ist. Ist G gefirbt, so erhdlt jeder Knoten von X (v)
als zusdtzliche zweite Farbe die Farbe von v. Jeder Kante (v,w) in G wird eines der Paare
{a;,b;} von X(v) zugeordnet, im Folgenden mit {a(v,w),b(v,w)} bezeichnet. Nun verbinden
wir in X(G) die a-Knoten und die b-Knoten jeder Kante, d.h. fir jede Kante (u,v) in G
gibt es in X(G) zwei Kanten (a(u,v),a(v,u)) und (b(u,v),b(v,u)). Diese neuen Kanten sind
also in X(G) die einzigen Kanten, die die einzelnen X (v) miteinadner verbinden.
Definition 5.8. Mit 2\?(9) bezeichnen wir einen Graphen, den man aus X (G) erhdlt, indem
man genau eine beliebige Kante (v,w) verdreht, d.h. man figt Kanten (a(u,v),b(v,u)) und
(b(u,v), a(v,u)) hinzu statt (a(u,v),a(v,v)) und (b(u,v),b(v,u)). Mit X(G) bezeichnen wir
einen Graphen, den man erhdlt, indem man genau t Kanten in X(G) verdreht.

Die Wahl der zu verdrehenden Kanten in Definition 5.8 spielt keine Rolle, wie das folgende
Lemma deutlich macht.

Lemma 5.9. Die Graphen /"C’(Q)~ und X(G) sind genau dann isomorph, wenn t gerade
ist, anderenfalls sind X(G) und X(G) isomorph. Insbesondere sind X(G) und X(G) nicht
isomorph.
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a(u,v) O O a(v,u) alu, v) a(v,u)

X (u) tun 0 O v X () X (w) v wo) X (0)

bu, w) b(v, w)

(a) X(G), jeder Knoten wurde ersetzt durch ei- (b) X(G), die Kante (u,v) € Eg wurde verdreht
ne Kopie von X5

Abbildung 3: Beispiel zu Definition und Definition

Beweis. Sei v ein Knoten von G, dann hat v nach Voraussetzung mindestens zwei Nachbarn,
etwa u und w. Betrachte jetzt den Graphen X(G) (fiir ein t). Sei a; := a(v,u) und a; :=
a(w,u) und S := {i,j} C {1,...,k} (wobei k der Grad von v ist). Dann wird nach Lemmal/[5.5]
durch S ein Automorphismus induziert, der genau a; mit b; und a; mit b; vertauscht. Damit

folgt, dass der Graph, den man aus X'(G) erhilt, indem man die beiden Kanten (v,u) und
(v, w) verdreht, selbst wieder isomorph ist zu X(G).

Sei nun ¢ > 2 die Anzahl der Verdrehungen in X(G). Durch wiederholtes Anwenden der
Automorphismen der einzelnen X (v) lassen sich die Verdrehungen aufeinander zu bewegen
bis sie sich gegenseitig autheben. Dadurch wird klar, dass, falls ¢ gerade ist, X (G) isomorph
ist zu X(G) und anderenfalls (¢ ungerade) X(G) isomorph zu X(G) ist (da in diesem Fall
immer genau eine Verdrehung {ibrig bleibt, die man mit keiner weiteren riickgéingig machen
kann).

Es bleibt zu zeigen, dass X'(G) % X(G). Angenommen es gibe einen Isomorphismus f von
X(G) nach X(G), dann muss dieser mit der Farbung vertriglich sein, d.h. in jedem X(v)
muss f({a;,b;}) = {a;, b;} gelten. Insbesondere muss also fiir jede Kante (v, w) in G gelten,
dass f({a(v,w),b(v,w)}) = {a(v',w"),b(v',w’)} fir irgendwelche v/, w’ in G (und auf Grund
der Kanten damit auch f({a(w,v),b(w,v)}) = {a(w’,v"),b(w’,v")}). Wir wollen nun die
Anzahl der Falle zahlen, fiir die f einen solchen a-Knoten auf einen b-Knoten abbildet.
Aufgrund der Kantenrelation, die f erhalten muss, ist klar, dass f fiir jede Kante (v, w) in G
entweder a(w,v) und a(v, w) beide auf a-Knoten abbildet oder beide auf b-Knoten abbildet,
d.h. die Anzahl ist hier 0 oder 2, abgesehen von der Kante, die in der Konstruktion von
X (G) verdreht wurde. Fiir diese ist die Anzahl 1. Die Anzahl der Verdrehungen insgesamt
ist also auf jeden Fall ungerade. Fiir jede Kopie von X in X'(G) ist nach Lemma aber
klar, dass die Anzahl gerade sein muss (da die Grofe jeder Menge S gerade ist und es keinen
solchen Automorphismus gibt, der ungerade viele a; mit b; tauscht). Also kann es ein solches
f nicht geben. O

Definition 5.10 (Separator). Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Knotenteil-
menge S C V', so dass der von V' \ S induzierte Graph keine Zusammenhangskomponente
mit mehr als |V|/2 Knoten enthilt.

Satz 5.11. Sei 7 ein zusammenhdngender Graph, so dass alle Knoten verschiedene Farben
haben und jeder Separator von T mindestens s + 1 Knoten hat. Dann gilt X(T) =¢, X(T).
Beweis. Nach Satz [5.3] reicht es, eine Gewinnstrategie fiir Spieler II im C,-Spiel anzugeben.

Sei M (v) die Menge M), C X} eines X (v). Mit P, bezeichnen wir die Menge der Knoten
g in 7, so dass auf einem Knoten in X(g) nach r Ziigen ein Stein liegt. Es gilt |P,| < s
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und da T keine Separatoren der Grofe < s hat, kann P, kein Separator von T sein. Also
gibt es eine Zusammenhangskomponente von T\ P,, die mehr als die Hélfte der Knoten
enthilt. Diese grofste Zusammenhangskomponente (nach r Ziigen) bezeichnen wir mit Q...
Fiir g € @, bezeichnen wir mit X9(7) den Graphen, den man aus X(7) erhilt, indem man
eine Kante, die adjazent zu g ist, verdreht. Es gilt X9(7) = X(T) nach Lemma

Anschaulich: Spieler I versucht die Verdrehung aufzuzeigen wobei Spieler II versucht sie zu
verstecken. Die Strategie von Spieler II wird sein, die Verdrehung innerhalb der zusammen-
héngenden steinfreien Komponente @), zu verstecken. Diese Strategie wird erfolgreich sein,
da die aufeinander folgenden Komponenten @, Q.41 sich iiberschneiden.

Lemma 5.12. Spieler I hat keinen Vorteil dadurch, dass er mehrfarbige Mengen A wdhlt.
D.h. falls er mit einfarbigen Mengen verliert, so verliert er auch mit mehrfarbigen.

Es kann also ohne Einschrédnkung angenommen werden, dass Spieler I nur einfarbige Mengen
wahlt.

Beweis. Angenommen Spieler I verliert einfarbig, dann hat Spieler II eine Gewinnstrategie
o fiir den einfarbigen Fall. Betrachte nun das Spiel ohne diese Einschrankung, d.h. Spieler I
darf auch mehrfarbige Mengen A wahlen.

Spieler I wihle nun eine Menge A. Sei F' die Menge der Farben der Knoten in A und fiir
f € F sei Ay die Teilmenge der Knoten in A der Farbe f. Sei By die Menge, die Spieler II
im einfarbigen Fall nach seiner Strategie o wéhlen wiirde, falls Spieler I dort die Menge Ay
wiahlt.

Die Antwort von Spieler II ist nun die folgende:

B:= | By,

fer

d.h. er wihlt fiir jede Farbe f seine Antwort separat nach seiner einfarbigen Strategie.

Da die Teilmengen B disjunkt sind (sie bilden eine Partition von B) und |A;| = |By| fiir
alle f gilt (denn Spieler IT gewinnt einfarbig!), folgt |A| = |B|.

Spieler I platziert nun einen z;-Stein auf einem Knoten aus B. Dieser Knoten gehort zu
genau einer der Teilmengen By. Spieler II kann diesen Zug nun mit o beantworten um einen
Knoten aus Ay C A zu wéhlen.

Da Spieler II auf diese Weise beliebig lange weiter spielen kann, verliert Spieler I.

O

Per Definition sind innerhalb eines X(v) die Knoten a; und b; mit Farbe ¢ gefarbt und
alle Knoten in M (v) sind gleich gefdarbt. Zusétzlich erhilt per Definition von X' (7) jeder
Knoten in X (v) eine zweite Farbe, ndmlich die von v. Per Annahme haben alle Knoten in 7'
verschiedene Farben. Zusammen mit Lemma [5.12]folgt: Ohne Einschréinkung wihlt Spieler I
nur innerhalb eines X' (v) und dort nur Knoten mit gleicher Farbe, d.h. entweder A C {a;,b;}
fiir ein i oder A C M (v).

Lemma 5.13. Spieler I hat keinen Vorteil dadurch, dass er A C {a;,b;} wdhlen kann.

Beweis. Angenommen Spieler I kénnte die Verdrehung aufzeigen indem er A C {a;, b;} wihlt
fiir ein i. Dann hétte er nach Lemma [5.5| dies auch schon durch Wahl eines mg € M (v) mit
1 € S tun koénnen, denn durch Wahl eines Knoten aus M), sind bereits alle anderen Knoten
in X(v) festgelegt. O
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Es kann also ohne Einschrankung angenommen werden, dass Spieler I nur Mengen A C M (v)
wahlt.

Lemma 5.14. Spieler I hat keinen Vorteil dadurch, Mengen A mit |A| > 1 zu wdhlen.

Die Moglichkeit zu z&hlen hilft Spieler I hier also nicht.

Beweis. Angenommen Spieler I kénnte die Verdrehung aufzeigen, indem er eine Menge mit
mehr als einem Element wihlt, dann konnte er dies nach Lemma bereits mit einem
einzigen mg tun. O

Es ist also keine Einschrdnkung anzunehmen, Spieler I wihle in jedem Zug nur einelementige
Mengen A = {mg} C M(v) (fiir ein S).

Betrachte nun die folgende Bedingung, die Spieler II im Laufe des Spiels erhalten kann:

(*) Fiir jeden Knoten g € Q, gibt es (nach r Ziigen) einen Isomorphismus ;. 4 : X9(7) 5
X(T), welcher die Platzierung der Steine respektiert (d.h. Knoten, auf denen ein z;-
Stein liegt werden auf solche abgebildet).

Falls (*) erfiillt ist, gewinnt Spieler 11, denn dann ist die Abbildung, die die Steine im ersten
Graphen auf die Steine im zweiten Graphen abbildet ein partieller Isomorphismus und Spieler
II kann die Ziige von Spieler I entsprechend des Isomorphismus a, 4 beantworten.

Wir zeigen per Induktion nach r, dass Spieler 1T die Bedingung (*) beibehalten kann.

Nach r = 0 Ziigen sind noch keine Steine platziert und Qo = 7 ist die grokte Zusammen-
hangskomponente von 7 \ Py = 7. Nach Lemmaist X9(T) = X(T) und da keine Steine
respektiert werden miissen, ist (*) erfiillt.

Angenommen (*) gilt nach r Ziigen und Spieler I platziert im (r + 1)-ten Zug einen z;-Stein
auf einem Knoten in M (w) fiir ein w. Da @, und @),4+1 beide mehr als die Hélfte der Knoten
enthalten, sind sie nicht disjunkt, also sei etwa g € Q, N Q1. Definiere o, 41,4 := ay 4. Da
@r+1 zusammenhéngend ist, existiert zu jedem Knoten h € @41 ein Pfad zu g. Analog zum
Beweis von Lemma [5.9] 14sst sich die Verdrehung durch wiederholte Anwendung von Auto-
morphismen von h zu g ,verschieben®, die Komposition dieser Automorphismen bezeichnen
wir mit 7 : XP(7) = X9(T). Dann ist a,q1,5 1= T 0 @, 4 €in Isomorphismus. Da Q.1 nur
Knoten enthélt, auf denen keine Steine platziert sind, der Pfad von h zu ¢ also steinfrei
ist (und 7 damit alle Knoten, auf denen Steine liegen, fest ldsst), erfillt ;415 fiir jedes
h € Q41 die Bedingung (*).

O

Folgerung 5.15. Sei G, := X(Ti) und Hy = X(T;,) wobei Ty ein zusammenhingender
Graph ist, in dem alle Knoten verschiedene Farben haben und fiir den jeder Separator min-
destens k + 1 Knoten hat. Dann sind Gy, und H;, durch Cy-Sdtze nicht unterscheidbar.

Dass es solche Graphen 7}, tatsichlich gibt, kann z.B. in [8] nachgelesen werden.

5.5 Konsequenzen fiir IFP4+C und PTIME

Man kann zeigen, dass aus Satz folgt, dass auch keine IFP+C Formel die beiden Graphen
X(7;) und X(7;) unterscheiden kann. Da sie sich aber in Polynomialzeit unterscheiden
lassen, erhdlt man den gewiinschten Widerspruch:
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Satz 5.16. IFP+C erfasst PTIME nicht.

Beweis. Angenommen es existiert eine Formel ¢ € IFP+C, die die Graphen unterscheiden
kann. Sei k die Anzahl der Variablen in ¢ und n die Grofe der Graphen.

Man kann eine Formel ¢,, angeben, die fiir Graphen der Grofie maximal n dquivalent ist zu
. Die genaue Konstruktion ist sehr technisch und kann in [5] nachgelesen werden, daher
geben wir hier nur eine Skizze an:

Fixpunkte werden ,abgewickelt® (Idee: Wenn die Grofe der Struktur bekannt ist, ist auch
die Anzahl der Fixpunktiterationen nach oben beschrinkt und jeder Iterationsschritt kann
durch eine Formel beschrieben werden). Als kurzes Beispiel betrachten wir die, in Beispiel
bereits erwdhnte, Formel zur Beschreibung von Erreichbarkeit in Graphen:

ifp Tzy.(r = y) V Iz(Exz A Tzy)|(zy).
Diese ist fiir Graphen der Grofe kleinergleich 5 dquivalent zu:

x=yVIz(Exz A (EzyV Jz(Ezax A (Exy V 3z(Exz A Ezy))))).

Die Quantoren der Form 3y lassen sich, falls die Grofe der Struktur nach oben beschrénkt
ist, durch Disjunktionen der Form \/]_, ersetzen, z.B. kann die Formel 3u3=#z¢(z) durch
Vi, 3= iwp(x) ersetzt werden. Die Anzahl der Variablen erhdht sich durch diese Konstruk-
tionen nicht, d.h. ¢,, € C und ¢, unterscheidet die Graphen auch, im Widerspruch zu
Satz 5111 O

6 Schlusswort

Obwohl IFP+C, im Vergleich zu FO, relativ ausdrucksstark ist, gibt es immernoch einige
einfache Eigenschaften, von denen nicht bekannt ist, ob sie sich in IFP+C ausdriicken lassen

2.

Wir haben gesehen, dass Inflationére Fixpunktlogik mit Zahlquantoren (IFP+C) im Allge-
meinen nicht ausreicht um PTIME zu erfassen. Es stellt sich also die Frage, welche Logik
dies leistet (und ob es sich dabei eventuell um eine Erweiterung von IFP+C handelt). Diese
Frage ist bis heute unbeantwortet.

Wie bereits erwdhnt hétte eine negative Antwort auf diese Frage weitreichende Konsequen-
zen: Falls es keine Logik fiir PTIME gibt, so muss zwangsldufig PTIME # NP gelten.
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